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Анотація. Побудовано і досліджено агрега-

ційно-ітеративний алгоритм для нелінійних 

операторних рівнянь, що охоплює методи ітера-

тивного агрегування для однопараметричного і 

багатопараметричного випадків та містить як 

часткові випадки алгоритмів, так і алгоритм, що 

використовується для дослідження стійкості 

рішень диференціальних рівнянь в банаховому 

просторі. 

Отримано достатні умови збіжності методів 

ітеративного агрегування і їх узагальнень, які, 

на відміну від відомих результатів не містять 

обмежень щодо знакосталості і монотонності 

відповідних операторів, а також, не потребу-

ють, щоб ці оператори були стискуючими. 

Результати досліджень можуть, наприклад, 

мати застосування при розв’язанні системи лі-

нійних алгебраїчних рівнянь високої розмірно-

сті, які описують планові задачі в математичній 

економіці, та при розв’язанні лінійних інтегра-

льних рівнянь і їх систем та при розв’язанні си-

стем алгебраїчних трансцендентних рівнянь 

високої розмірності і нелінійних інтегральних 

рівнянь. 

Ключові слова: операторні рівняння, деко-

мпозиція, ітеративне агрегування. 

 

ВСТУП 

 

Як зазначено в [1, стор. 54] «в приклад-

ній математиці є немало числових методів, 

особливо тих, що стосуються складних за-

вдань, які не отримали строгого обґрунту-

вання, хоча успішно застосовуються на 

 

 

практиці». Такими є, зокрема, методи ітера-

тивного агрегування, котрі «вивчені мало і 

умови їхньої збіжності невідомі» [2, стор. 

158]. Поміж численних досліджень цих ме-

тодів одним з найвагоміших є монографія 

[3]. Методи ітеративного агрегування фор-

мально споріднені з проекційно-ітератив-

ними методами [4 − 7]. Істотна відмінність 

між ними ґрунтується на фактах, що вста-

новлені, наприклад в [6, 7]. 

Доцільними є також побудова і дослі-

дження «синтезованих» алгоритмів, які  по-

єднують ідеї тих чи інших наближених ме-

тодів з ідеєю методів ітеративного агрегу-

вання (див., наприклад [7, розділ ХІІІ]). Та-

ким способом отримані нові ітераційні ме-

тоди, яким властиві переваги кожного із ви-

східних методів і цим розширюються мож-

ливості їх використання в прикладних зада-
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чах (див., наприклад [4, Вступ]). Цими фак-

тами, а також пристосованістю до розпара-

лелення обчислень задля реалізації на бага-

топроцесорних обчислювальних системах 

та придатністю до побудови таких варіантів 

багатопараметричного ітеративного агрегу-

вання, за допомогою яких можна отримати 

способи усунути труднощі, спричинені 

практичною жорсткістю обчислюваних за-

дач, актуалізується доцільність досліджен-

ня методів інтерактивного агрегування. 

В статті запропоновано і досліджено де-

які алгоритми, які охоплюють як однопара-

метричні, так і багатопараметричні методи 

ітеративного агрегування для рівнянь з лі-

нійними і нелінійними операторами. Засто-

суємо започатковану в [6] і експлуатовану в 

низці досліджень інших авторів методоло-

гію, яка не використовує припущення щодо 

знакосталості і монотонності відповідних 

операторів і не потребує, щоб ці оператори 

були стискувальними (див. також [7, розд. 

ХІІІ]). 

 

ПОБУДОВА АЛГОРИТМУ 

 

Розглядається рівняння 

 

 x Ax b b E     (1) 

 

в банаховому просторі E  з лінійним непе-

рервним оператором .: EEA   Побудуємо 

агрегаційно-ітеративний аналог для проек-

ційно-ітеративного методу, який описується 

формулою. 

 

bAQxAPxx nnn   )()1()1( , 

 

де  PPP 2
 − заданий оператор, що прое-

ктує елементи простору E  в елементи де-

якого його підпростору, причому PIQ  , 

де I  − тотожний оператор. Вважатимемо 

заданим лінійний неперервний оператор 

EES :  та лінійний неперервний опера-

тор EE  : , де E   − банахів простір, 

який, взагалі кажучи, не тотожний з прос-

тором E . На практиці простір E  здебіль-

шого є евклідовим простором NR . Будемо 

вважати, що справджується рівність. 

 

  SPAAS 
~

.  (2) 

 

Можна вважати, що цією рівністю озна-

чено лінійний неперервний оператор 

EEA :
~

. Якщо йдеться про однопараме-

тричний випадок, то замість (2) матимемо 

 

    xxAA ,
~

,  , (3) 

 

де  x ,  − значення лінійного функціоналу 

*E  на елементах Ex  ( *E − спряже-

ний з E  − банахів простір). Якщо A
~

 є ну-

льовим оператором, то число   і елемент 

  є власним числом і відповідним йому 

власним елементом спряженого з A  опера-

тора 
*A . В загальнішому вигляді рівність 

 

SSAP  ,   (4) 

 

яка отримується з (2), якщо A
~

 є нульовим 

оператором, можна трактувати, як узагаль-

нення спектральної задачі для операто-

ра AP . Якщо при цьому   є матрицею діа-

гонального вигляду, то її елементи є влас-

ними числами оператора AP . 

Розглянемо систему, яку складено з рів-

няння (1) та допоміжного рівняння 

 

SAPxSbSAQxyy    (5) 

 

з додатковим невідомим Ey  . Вважати-

мемо, що існує обернений оператор 

  1
I , де I   − одиничний оператор в E . 

Множину пар  yx,  елементів Ex , 

Ey  , які задовольняють 

 

 ySx ,   (6) 

 

де   − нульовий елемент в E  позначимо 

через 0 . Ця множина є підпростором в ба-

наховому просторі EEE 0  з нормою 

запровадженою за допомогою формули 
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22

0
,

EE
yxyx


 . (7) 

 

Використовуючи цей спосіб занурення 

простору E  в простір 0E  побудуємо ітера-

ційний процес за допомогою формул 

 

  byyaAQxAPxx nnnnnn   )1()()()()1()1( ; 

(8) 

  .)1()()(
0

)()1()1(

Sbyy

SAQxyy

nnn

nnn









  (9) 

 

Тут EEa n :)(
, EE

n  :
)(

0  є зада-

ними операторами при кожному ...,1 ,0n . 

Для кожного ,...1 ,0n  постулюємо вико-

нання умови 

 


)(

0
)( nnSa .  (10) 

 

Вибір операторів, що фігурують в (10), 

конкретизує ітеративний алгоритм, який 

описують формули (8), (9), за умови, що 
)0(x , )0(y  задовольняють рівність (6) при 

)0(xx  , )0(yy  . У випадку, коли йдеться 

про однопараметричний метод ітеративного 

агрегування і справджується рівність (3), 

ітеративний процес (8), (9) можна подати у 

вигляді 

 

 
  byy

x

APx
Axx nn

n

n
nn 


 


 )1()(

)(

)1(
)1()1(

,
, (11) 

 

 
 

   

( 1) ( 1) ( )

( )

( ) ( 1) (0) ( )

( )

,

,
,

,

n n n

n

n n n

n

y y AQx

AQx
y y b SAPx

x

 



    


    



. (12) 

 

Рівність (6) у цьому випадку має вигляд 

 

  0 ,  yx .   (13) 

 

З цієї рівності при 
)0(xx   знаходимо 

yy )0( . Зауважимо, що 
)0(x  можна виби-

рати довільним способом. При цьому спра-

вджується рівність 

 

  
)(

0
)(,

nna ,  (14) 

 

при 0n  завдяки вибору 
)(na , 

)(
0
n

  за фо-

рмулами 

 

 
 )(

)1(
)1(

,

,
n

n
n

x

Ax
x









; 
 
 )(

)(
)(

0
,

,
n

n
n

x

AQx




 .(15) 

 

Очевидно, що однопараметричний алго-

ритм (11), (12) можна подати у вигляді 

 

 
 

bAQxAPx
x

Ax
x nn

n

n
n 







 )()(

)(

)1(
)1(

,

,
.  

(16) 

 

РЕЗУЛЬТАТИ ТА ПОЯСНЕННЯ 

 

Дослідження збіжності алгоритму (8), (9) 

ґрунтується на таких доведених авторами  

фактах. 

Лема 1. Якщо існує обернений оператор 

  1
I  і  **, yx  з розв'язком системи 

(1), (5), то   0
**, yx . 

 

Лема 2. Якщо   0
)0()0( , yx  і справ-

джуються рівності (10), то 

  0
)()( , nn yx . 

 

Наслідком цих двох тверджень є такий 

факт. При   0

)0()0( , yx  за припущення, 

що існує оператор   1
I  виконуються 

рівності 

 

     ...,1 ,00*)(*)(  nyyxxS nn . (17) 

 

Умови збіжності. Задля спрощення мір-

кувань вважатимемо A
~

 нульовим операто-

ром, припускаючи, що цього можна досяг-

нути, вибравши відповідним чином опера-

тор P . Очевидними є співвідношення 
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   

   

1
( 1) * ( ) ( ) *

0

1
( ) ( ) ( ) ( 1)

0 0

n n n

n n n n

y y I a SAQ x x

I a a y y







      

   

, 

    
    

1
( 1) * ( ) ( ) ( ) *

0

1
( ) ( ) ( ) *

0

n n n n

n n n

x x A a I a SAQ x x

a I a I y y






      

     

, 

 

які випливають з (1), (5), (8), (9) та з при-

пущення про існування оператора 
 

  1)(
0




n
aI  при ...,1 ,0n  

 

Звідси, використовуючи співвідношення 

(17), отримуємо 

 

    

     (18))                 ,

   

)1()()(
0

)(
0

1)(
0

*)()(
0

1)(
0

*)1(









nnnnn

nnnn

yyaaI

xxSSAQaIyy
 

 

    

     (19)                      

    

*)()(1)(
0

)(

*)()(1)(
0

)(*)1(

























yyIaIa

xxSSAQaIaAxx

nnnn

nnnnn

 

 

із, в цілому, довільно вибраними лінійними 

неперервними операторами 

 

EEn  :)( , EE
n

 :
)(

0 . 

 

Позначимо 

 

   SSAQaIaAh nnnn )(1)(
0

)()(
11 


, 

   )(1)(
0

)()(
12

nnnn
IaIah 


, 

   SSAQaIh
nnn )(

0

1)(
0

)(
21 


,

   )(
0

)(
0

1)(
0

)(
22

nnnn
aaIh 


. 

 

Приймемо позначення 
0

)(nH
 
для норми 

 

оператора 















)(
22

)(
21

)(
12

)(
11)(

nn

nn
n

hh

hh
H . 

Встановлено та доведено наступні твер-

дження. 

Теорема 1. 
Якщо справджується умова 

 

 ...,1,010

)(

0

)(  nqH
n

n , (20) 

 

причому   0
)0()0( , yx , то ітераційний 

процес (8), (9) зводиться до розв'язку сис-

теми (1), (5) не повільніше від геометрич-

ної прогресії зі знаменником q . 

Теорема 2. 

Якщо   0

)0()0( , yx  і справджується 

співвідношення 

 

     ...,1 ,010

1)(
0

)( 


nqAISaIaA
E

nn
, 

(21) 

де 
E

  норма оператора в E , то послідов-

ність  )(nx , отримана за допомогою алго-

ритму (8), (9) зводиться до розв’язку 

Ex *
 рівняння (1) не повільніше від гео-

метричної прогресії зі знаменником 0q . 

 

Побудова алгоритму для нелінійних 

рівнянь 

 

Розглядатимемо рівняння вигляду 

 

Fxx     (22) 

 

з нелінійним оператором EDF : . Задля 

спрощення вигляду будемо вважати, що в 

ролі D  маємо простір E . Вважаємо, що 

оператор F  має похідну Фреше wxF )( , 

яка є лінійним неперервним оператором 

щодо w  і неперервним оператором щодо x . 

Приймемо позначення  )(n
n xFA   та *

nA  

для спряженого до nA  оператора. Познача-

тимемо через 
*E  спряжений до E  банахів 

простір. Позначення S ,  , E , E  ,   є ти-

ми самими, що й дотепер. 

Припустимо, що справджується рівність 

 

  SAAS nn 
~

,  (23) 
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вважаючи заданим лінійний неперервний 

щодо w  та неперервний щодо x  оператор 

 wxAwA n
n

)(~~
 , підпорядкований тільки 

умові (23). 

Аналогом рівняння (5) є рівняння 

 

SFxSxyy  .  (24) 

 

Множину 0  визначаємо за рівністю (6). 

Задамо лінійні нелінійні оператори 

 

EEa n :)(
; EE

n  :
)(

0 , 

 

підпорядкувавши їх умові (10) і маючи на 

увазі те, що вони в цілому залежать від ве-

личини 
)(nx , яка фігурує в ітераційних фо-

рмулах 

 

 )1()()()()1(   nnnnn yyaFxx ,    (25) 

 

 )1()()(
0

)()()1()1(









nnn

nnnn

yy

SFxSxyy
. (26) 

 

Зберігаються твердження лем 1 і 2 в 

умовах, які постулюємо відповідно до існу-

вання оператора   1
I , і вибір 

 )0()0( , yx  з множини 0 . Це дає підставу 

стверджувати виконання рівностей 

 

     ...,1,0*)(*)(  nyyxxS nn
,  (27) 

 

якщо   0
)0()0( , yx . 

 

Збіжність алгоритмів (25), (26) 

 

З рівностей (22), (24) та (25), (26) випли-

ває 

 

   

   

   

1
( 1) * ( ) ( ) *

0

1
( ) ( ) *

0

( ) ( ) ( ) *

0 0

n n n

n n

n n n

y y I a S x x

I a S Fx Fx

I a a y y






      

    

   

   (28) 

та 

    

   

   

1
( 1) * ( ) ( ) ( ) *

0

( ) *

1
( ) ( ) ( ) *

0

1
( ) ( ) ( ) *

0

n n n n

n

n n n

n n n

x x a I I y y

Fx Fx

a I a S Fx Fx

a I a S x x










       

  

    

    

(29) 

 
Визначимо лінійний неперервний щодо 

w  та неперервний щодо x  оператор wQn  за 

допомогою формули (див. [8, стор. 82]) 
 

  
1

( ) * ( )

0

n n
nQ w F x x x wd     ,   (30) 

 

де )(zF   є похідною Фреше від оператора 

F  в точці z. Задамо лінійні неперервні опе-
ратори 
 

EEn  :)(
;  EEn  :)(

0  

 
і запишемо рівності 
 

     *)()(*)()( yyxxS nnnn ,     (31) 

 

     *)()(
0

*)()(
0 yyxxS nnnn

.  (32) 

 
Рівності (28), (29) можна подати у вигля-

ді 
 

    

   

1
( 1) * ( ) ( ) *

0

1
( ) ( ) ( ) *

0 0 ,

n n n

n

n n n

y y I S SQ x x

I y y



 






       

   

 

     

    

1
( 1) * ( ) ( ) ( ) *

0

1
( ) ( ) ( ) *

0 .

n n n n

n n

n n n

x x Q a I S SQ x x

a I I y y










        

     

 

 
Тоді з рівнянь (31) і (32), отримуємо 

 

    

     (33)                       ,*)()(
0

)(
0

1)(
0

*)()(
0

1)(
0

*)1(

yyI

xxSSQSIyy

nnnn

nn
n

nn









 

 

     

     (34)                              .*)()(1)(
0

)(

*)()(
0

1)(
0

)(*)1(

yyIIa

xxSSQSIaQxx

nnnn

nn
n

nn
n

n










 




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Вважаючи заданим оператор 

 )(~~ n
n xAA  , який фігурує в рівності (23), 

позначимо 

 

   
1

0

1
)(*

1
)(~

wdxxxAwG nn
n    (35) 

 

Рівності (33), (34) можна подати у вигля-

ді 

 

    

     (36)                ,*)()(
0

)(
0

1)(
0

*)()(
0

1)(
0

*)1(

yyI

xxSSGIyy

nnnn

nn
n

nn









 

 

     

     (37)                      .*)()(1)(
0

)(

*)()(
0

1)(
0

)(*)1(

yyIIa

xxSSGIaQxx

nnnn

nn
n

nn
n

n

















 

Позначимо 

 
















)(
22

)(
21

)(
12

)(
11)(

~~

~~

nn

nn
n

HH

HH
H ,  (38) 

де 

 

   SSGIaQH nnnnn )(1)(
0

)()()(
11

~



; 

   )(1)(
0

)()(
12

~ nnnn
IIaH 


; 

   SSGIH
nnn )(

0

1)(
0

)(
21

~



;

   )(
0

)(
0

1)(
0

)(
22

~ nnnn
IH 


. 

 

Співвідношення (37), (37) дають підста-

ву для такого підсумку. 

 

Теорема 3. 

Якщо   0
)0()0( , yx  і має місце умова 

 

 ,...1 ,01
~ )(

0

)(  nqH
n

n
, (39) 

 

то послідовність  )()( , nn yx  зводиться до 

розв’язання  **, yx  системи (22), (24) не 

повільніше від геометричної прогресії зі 

знаменником q . При цьому 

 

  ,...)1 ,0(, 0
)()(  nyx nn . 

 

Зазначимо, що вибір операторів )(n  і 
)(

0

n  підпорядковано тільки вимозі (36). 

Зауваження. Умова 1q  в наведених 

теоремах може справджуватися як у випад-

ках, якщо відповідний оператор є стиском, і 

якщо вимога стиску не справджується. Зок-

рема у лінійному випадку спектральний ра-

діус оператора може бути більшим від оди-

ниці. В такому випадку похибки заокруг-

лень можуть на практиці призвести до роз-

біжності ітерацій. 

Засобом для усунення обчислювальних 

утруднень в такому разі може бути множи-

на 0 , якій належить вирішальна роль у пе-

ретворенні теоретично збіжного ітераційно-

го процесу в практично збіжний. 

 

ВИСНОВКИ 

 

1. Побудовано і досліджено агрегаційно-

ітеративний алгоритм для нелінійних опе-

раторних рівнянь, що охоплює методи іте-

ративного агрегування для одно параметри-

чного і багато параметричного випадків і 

містить як часткові випадки алгоритми із 

[3], також алгоритм, досліджений в [9]. 

2. Отримано достатні умови збіжності 

методів ітеративного агрегування і їх уза-

гальнень, які, на відміну від відомих ре-

зультатів не містять обмежень щодо знакос-

талості і монотонності відповідних опера-

торів, а також, не потребують, щоб ці опе-

ратори були стискуючими. 

3. Результати досліджень можуть, напри-

клад, мати застосування при розв’язанні си-

стеми лінійних алгебраїчних рівнянь висо-

кої розмірності, які описують планові задачі 

в математичній економіці, та при розв’я-

занні лінійних інтегральних рівнянь і їх си-

стем та при розв’язанні систем алгебраїч-

них трансцендентних рівнянь високої роз-

мірності і нелінійних інтегральних рівнянь. 

 

 



Information Technology 

 

Transfer of Innovative Technologies 
2018 Vol 1(2), 75-81 

81 

 

ЛІТЕРАТУРА 

 
1. Тихонов А.Н., Костомаров Д.П., 1984. 

Вводные лекции по прикладной математике. 

Москва, Наука, 192. 

2. Красносельский М.А., Лифшиц Е.А., Со-

болев А.В., 1985. Позитивные линейные си-

стемы, Москва, Наука, 255. 

3. Гробова Т.А., Стеценко В.Я., 2003. Методы 

итеративного агрегирования для прибли-

женного решения линейных и нелинейных 

алгебраических систем и интегральных 

уравнений: монография. Ставрополь, Изд-во 

СГУ, 87. 

4. Курпель Н.С., 1968. Проекционно-

итеративные методы решения операторных 

уравнений. Киев, Наук. думка, 243. 

5. Лучка А.Ю., 1980. Проекционно-

итеративные методы решения обыкновен-

ных дифференциальных уравнений. Киев, 

Наук, думка, 264. 

6. Шувар Б.А., 1989. О сходимости многопа-

раметрических методов итеративного агре-

гирования. Вестник Львов. политехн. ин-та. 

Прикладная математика, Вып.232, 140-142. 

7. Шувар Б.А., Копач МЛ., Ментинський 

С.М., Обшта А.Ф., 2007. Двосторонні на-

ближені методи. Івано-Франківськ, Вид-во 

Прикарпатського націон. ун-ту імені В. Сте-

фаника, 515. 

8. Далецкий Ю.А., Крейн М.Г., 1970. Устой-

чивость решений дифференциальных урав-

нений в банаховом пространстве. Москва, 

Наука, 534. 

9. Копач М.Л., Обшта А.Ф., Шувар Б.А., 

2011. Ітеративне агрегування для нелінійних 

операторних рівнянь. Математичний вісник 

НТШ, Т.8, 100-105. 

 

REFERENCES 

 

1. Tihonov A.N., Kostomarov D.P., 1984. Vvod-

nie lekcii po prikladnoi matematike. Moscow, 

Nauka, 192 (in Russian). 

2. Krasnosel’skii M.A., Lifshic E.A., Sobolev 

A.V., 1985. Positivnie lineynie sistemi. Mos-

cow, Nauka, 255 (in Russian). 

3. Grobova T.A., Stecenko V.Y., 2003. Metodi it-

erativnogo agregirovaniya dlya pribligennogo 

resheniya leneynih i nelineynih algebraicheskih 

system i integral’nih uravneniy. Stavropol, 

SGU, 87 (in Russian). 

4. Kurpel’ N.S., 1968. Proekcionno-iterativnie 

metodi resheniya operatornih uravneniy. Kyiv, 

Naukova Dumka, 243 (in Russian). 

5. Luchka A.Y., 1980. Proekcionno-iterativnie 

metodi resheniya obiknovennih differencial’nih 

uravneniy. Kyiv, Naukova Dumka, 264 (in Rus-

sian). 

6. Shuvar B.A., 1989. O shodimosti mnogopara-

metricheskih metodov iterativnogo agregiro-

vaniya. Bulletin of Lviv. Polytechnic. Inst., Ap-

plied Mathematics, 140-142 (in Russian). 

7. Shuvar B.A., Kopach M.L., Mentins’kii 

S.M., Obshta A.F., 2007. Dvostoronni nabli-

geni metodi. Ivano-Frankivsk, Carpathian Na-

tional University of V. Stefanik, 515 (in Ukrain-

ian). 

8. Daleckii Yu.A., Kreyn M.G., 1970. 
Ustoychivost’ reshenii differencial’nih uravne-

nii v banahovom prostranstve. Moskva, Nauka, 

534 (in Russian). 

9. Kopach M.L., Obshta A.F., Shuvar B.A. 

2011. Iterativne agreguvannya dlya nelinijnih 

operatornih rivnyan’. Mathematical Bulletin of 

NTSH, Vol.8, 100-105 (in Ukrainian). 

 

Decomposition of operator equations based 

on aggregation-iterative approach 

 

Valery Gavrilenko, Anatoliy Obshta, 

Bogdan Shuwar 

 

Abstract. An aggregation-iterative algorithm 

for nonlinear operator equations covering andtera-

tive-aggregation methods for one-parameter and 

multiparameter cases is constructed and investigat-

ed and contains both partial cases of algorithms 

and an algorithm used to study the stability of solu-

tions of differential equations in a Banach space. 

Sufficient conditions for the convergence of it-

erative aggregation methods and their generaliza-

tions are obtained, which, in contrast to the known 

results, do not contain restrictions on the signs of 

fidelity and monotony of the respective operators, 

nor do they require that these operators be com-

pressible. 

The results of the research can, for example, be 

used in solving a system of linear algebraic equa-

tions of high dimensionality that describe the 

scheduled problems in mathematical economics, 

and when solving linear integral equations and 

their systems, and solving sin systems of algebraic 

transcendental equations of high dimension and 

nonlinear integral equations. 

Keywords: operator equations, decomposition, 

iterative aggregation. 


